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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Quinta fecha. 3 de septiembre de 2021.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Hallar u(x,y) acotada que sea solucién del problema de Dirichlet en el
semicirculo S={(z,y) € R* 2?+y*<1,2>0} con condicién en la frontera u(z,y) = 1
paray > 0y u(z,y) = 0 para y < 0. ;Es unica? Describir un sistema fisico que pueda
modelarse mediante este problema.

Ejercicio 2. Resolver:

Upe + Up — Upy = 0 en0<zx<l, t>0
uw(0,t) = u,(1,¢) =0 para todo t > 0

5)
u(z,0) = —4 sen (%) + 3 sen (%) para todo 0 < x < |
u(z,0) =0 para todo 0 <z <1

Ejercicio 3. Sean f: R — Ry ¢g: R — R dadas por

o siz # 0
0 siz =0
Hallar, si existen, las transformadas de Fourier de f y de g y calcular la integral

/ (rcosz —sen x)?

i

f(w):{x NS g(z) =

TCOST —sen x
0 si|z|>1 {

dx, previo estudio de convergencia.
—0o0

Ejercicio 4. Resolver:

1
um:zut—ﬂﬁ(x) —00o <z < +oo, t>0 (c>0)
u(z,0) = eI —00 < T < 400

especificando las condiciones supuestas sobre ¢.
Ejercicio 5. Obtener z;(t) y x2(t) que para t > 0 verifican:

2y (t) = =3z (t) + xa(t)

zh(t) = x1(t) — 2xo(t) + e TH(L)
con H(t) funcién de Heaviside.
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RESOLUCION ESQUEMATICA

1) Hallar u(x,y) acotada que sea solucion del problema de Dirichlet en el semicirculo S =
{(x,y) eR X’ +y* <1, x> 0} con condiciones en la frontera u(x,y) = 1 para y>0 y
u(x,y) = 1 para y < 0. ;Es tnica? Describir un sistema fisico que pueda modelarse
mediante este problema.

Resolucion: Se trata del problema

() Au(x,y)=0, x*+y°<1,x>0

@ u(x,y)=1 , x2+y2:1,y>0
@) u(x,y)=0 , x2+y2:1,y<0

que se puede resolver mediante el método de las transformaciones conformes, dado que
las condiciones de frontera son seccionalmente constantes.
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Ahora, buscamos u en la forma
u(x,y)= aArg(w(x +1iy)— ij + bArg(w(x +iy)+ i} +c
y determinamos las constantes a partir de las ecuaciones

1) aZ b re=0
2 2

2)—a£+b£+c=l
2 2

3)—a£—b£+c=0
2 2

1 1
y obtenemos a =—— , b=— y c¢=0. Por lo tanto,
T T

u(x,y)= —%Arg(w{x +1iy)— ij + %Arg(w(x +iy)+ ij



. T I 4 4 I T
Finalmente, dado que —— < Arg| w(x +iy)—— |<— v ——< Arg| wx+iy)+— | < —,
q > g( (x+1y) 4j 5 Y73 g( (x+1y) 4j 5

podemos utilizar la funcion arcotangente para el calculo de los argumentos principales,
es decir:

Im(w(x +1iy) - ;j 1 Im(w(x +1iy)+ ;j
+—artg

Re[w(x +iy)— ;j i Re(w(x +iy)+ ;j

u(x,y)= —lartg

. 2
donde w(x+iy) =1 L4— |
2 x+(y+1i

Esta es la unica solucion acotada del problema planteado, como se prueba en al apéndice
de los Apuntes sobre Ecuaciones Diferenciales.

2) Resolver:
. 0u ou(x,t) 0%u(x,t)
(z)?(x,t)+ y (x,2)— o (x,1)=0 : O0<x<Lt>0
(i) u(0.0 =221 =0 120
ox
(Fit)u(x,0) = —4sen(% x) + 3sen(3£ x) : 0<x<1
ou
(iv) = (x,0) X

Resolucion: Podemos utilizar el popular método de separacion de variables — principio
de superposicion. La condicion inicial (iii) sugiere buscar, directamente, soluciones de la
forma

u(x,t) = sen(£x)a(t) + sen(3£x) f(t) (*)

Observacion: cualesquiera sean las funciones ¢ y f, la funcién (*) verifica las
condiciones de frontera (if), como puede comprobarse directamente.

En la ecuacion (i), e indicando la derivada respecto de # mediante un puntito (homenaje
permanente a Don Isaac):



sen(Zx)G(t) + sen(32x) f(t) + sen(Zx)a(t) + sen(3Zx) f(t) +

+2Z-sen(Zx)a(t) + 2 sen(32x) f(t) = 0
Es decir:

sen(Zx)[é(t) + a(t) + Z-a(t)] + sen(CZ x)[ (1) + f(t) + 22 B(1)] =0

Tenemos, entonces, las ecuaciones

a)+an+5a)=0 y pO+L0O+2P1)=0

cuyas soluciones generales (Algebra II) son, respectivamente,

a(t) = eié Acos(é\/ - lj + Bsen(%x/ﬂz - lﬂ

t

pt)=e? Ccos(é\/257z2 - lj + Dsen(é\/ 2577 — lﬂ

Por lo tanto, cualesquiera sean las constantes 4, B, C'y D, la funcion

u(x,t) = sen(% xje_{A cos(é\/ y lj + Bsen(é\/ y lﬂ
+ Sen(%rxje{C cos(é N257% — lj + Dsen(é\/ 2577 — lﬂ

verifica la ecuacion (i) y también las condiciones de frontera (i7), como hemos observado
previamente. Veamos ahora las condiciones iniciales (iii) y (iv):

u(x,0) = Sen(%xjA + sen(%rij : A=-4,C=3

ou

—(x,1) = —lsen(zxje_z ACOS(LN/HZ —lj + Bsen(ixlzzz - lj +
Ot 2 2 2 2

_t 2 _ N
+Sen(%xje {— Asen(% z’ —lj 7[2 ! +Bcos(% 7’ —lj id 1j|+

2



— lsen(%rxje{C cos(%\/ 2577 — IJ + Dsen(%\/ 2577 — lﬂ +

2

_t / 2 _ / 2
+ sen(%[xje 2{— Csen(%\/257z2 - 1)—25; ! + Dcos(éMj—zsz 1 :l

Parat=0:

[ 2
a—u(x,O) = —%sen(%x}A + sen(%ij 7 -1 +

ot 2
2
—lsen(—xJC + Sen(—ij 257; ! =
T A Bz’ -1 Sr C DA257% -1
=sen —x|-—+———|+s0H —Xx | ——+ ——
2 2 2 2 2
Es decir:
A=-4,C=3,B= A =— 4 D ¢ 3

= y = =
V-1 Nt -1 V25721 2577 -1

Por lo tanto, la solucién del problema es

o)

T -z t 1
u(x,t) =—4sen| =x le 2| cos| —v 7> -1 |+
() [2 j [ (2 j Nzt -1
57\ - t 1
+3sen(—xje 2 cos(—\/2572'2 —1j+—
2 [ 2 V2577 —1

3)Sean f:R—>R talque y g:R—>N tales que

xcos(x)— sen(x)

_ 2
0 si|x|>1 y &= 0 *

X si|x|£1 six#0

f(X)={

six=0

Hallar, si existen, las transformadas de Fourier de f y de g y calcular la integral

T [xcos(x) — sen(x)]

dx , previo estudio de convergencia.

4
X

—00



Resolucion: Es evidente que f es seccionalmente continua y absolutamente integrable,
por lo tanto admite transformada de Fourier. Ahora, estudiemos la existencia de la
transformada de Fourier de g, que es claramente continua en R — {0} . Veamos si lo es en

0. Paratodox#0, es

x(l—ix2+ix4—...)—(x—ix3+ix5+...)
g(x) = 2 4 _ 3l 5! _
X
— L+ D+ (G- - (L + DX

2
X

= (gt G+ g+

y por lo tanto g es continua en x = 0, pues _Lim g(x)=0= g(0). Ahora, respecto de la
existencia de su transformada de Fourier, para cada real b > 1:

b 1 -1 +b
j g(x)e " dx = j g(x)e dx + j g(x)e ™ dx + I g(x)e"“dx =
_b -1 -b 1

-1 b
— jg(x)e 1a)xdx+ v[cos(x) —m)xdx jven(x) 1wxdx+jcos(x) m)xdx jsezgx) —ia)xdx

-b 1

La primera integral no es impropia, pues g es continua; las integrales tercera y quinta

1
<—.
X

sen(x)e”

2
X

convergen absolutamente (cuando b—— 4+ ), pues para todox # 0:

Mediante el cambio de variable de integracion x = - ¢ en la segunda integral, la suma de
las integrales segunda y cuarta nos queda

f%(x) e dx + j%m e dx =

-b 1

1 b

= [0 e dp 4 [0 el = —
1

b

b
cos_(t—t) e[wt (_dt) + I Cosx(x) e—[wxdx —
1

b
cost(t) eiwtdt + J' cosx(x) e—iwxdx —
1

—— o e —

b
cos(x) [e—iwx _ eia)x]dx _ _2ZJ‘ COS(X)S@I’I(&DC) »

x
1 X

—_—

La convergencia de esta integral (cuando b—— 40 ) puede probarse mediante el criterio
de Dirichlet (pagina 9 de los Apuntes sobre Integrales Impropias). Hemos comprobado la
existencia de la transformada de Fourier de g en el sentido del valor principal, es decir:

+00

la existencia de vp j g(x)e"*dx paratodo weR.

—00

Abhora, calculemos:



1

f(@)= Tf(x)e_i'”dx = Ixe_"”xdx - j{ d {xe_"‘”‘ } + e }dx =

e ldx| —iw i

_iwx ¥l 1 —iwx iwx _iox ¥
:[xe } +L o g € (=De +L{e_} _

—iw i’ —iw io| —iw

x=-1 x==1

e—i{ux +ei{ux e—ia)x _ei{ux ‘e—i{ux +eia}x ei{ux _e—i{ux
= ; 2 = l —_ 2 =
-1l w a w
.cos(w) ,.sen(w) .wcos(w) — sen(w)
=2 —2i =21 5
w a a

1
Ahora, para @ =0, f‘ (0)= .[ xdx =0 y resulta, finalmente,
-1

) wcos(w) — sen(w)
fw)= o’

0 sio=0

siwz0

Es decir: f (w) = g(w). Ahora, fes seccionalmente continua y admite derivadas laterales

finitas en todos los puntos de su dominio, por lo tanto podemos, aplicar el Teorema de

Inversion (pagina 5 de los Apuntes sobre la Transformacion de Fourier): paratodo x € R
se verifica

ivpiﬁ(@)e””dw:%[f(x‘)+f(x+)]

Indiquemos con £ la funcién del segundo miembro, es decir:

0 si x<-1
-+ si x=-1
F(x)=9 x si —-l<x<l
1 s x=1
0 si x>1




Entonces, £(x)= va jf(w)ei”xdw = va Ig(a))ei”"da) x € R. Por lo tanto, para
2r " 2 2r " 2,

+00

todo xeR: wp j g(w)e*dw =2 #(-x), y renombrando las variables obtenemos la

—00

transformada de Fourier de g:

0 si w<-1

. 3 si w=-1
&(w)=vp j g()e™dt =27 f(~w) ={-o si —-l<w<l

'°° -1 si wo=1

0 si w>1

+00 _ 2
Finalmente, la convergencia de la integral j [xcos(x) - sen(x)]
o X

dx = T| g(x)|2dx se puede

probar observando que g es continua (lo hemos probado arriba) y que para |x| >1,es

[xcos(x) — sen(x)I" _ (+D* 1 2 1
7 ST Tateta
X |x| X

X X

Por lo tanto, la integral converge y para calcularla podemos utilizar la identidad de
Parseval:

+o0 2 +00 +00 +0
J' [xcos(x) :Sel’l(X)] dx = “g(x)rdx _ j|g(a))|2da) — I f(a))rda) = (Teorema de Parseval)
X —0 —o —0o0

—00

+o0 1
— 2 2, 4T
= 272'__[Jf(x)| dx = 272':[x dx = 3

4) Dada una constante real ¢ > 0 y una funciéon ¢:R—— R, resolver

2

(i)a—zl(x,y)=la—u(x,t)+¢(x) L < x<400,t>0
ox c ot

(i) u(x,0) = e " © —o<x<+00

especificando las condiciones supuestas sobre ¢ .

Resolucion: Vamos a suponer que ¢ admite transformada de Fourier y que puede

recuperarse mediante la formula de inversion. Ahora, respecto de la funcion u, vamos a
suponer que es maravillosamente integrable y derivable. Aplicando la transformacion de
Fourier en (7) (respecto de x, obviamente):



—o¥i(w,1) = %%’f(a), 1)+ (o)

+00

donde w(w,t) = I u(x,t)e”"*dx . Una de las condiciones que hemos supuesto sobre u es

—00

la posibilidad de intercambiar su transformacion de Fourier con la derivacion respecto de
t. Ahora, multiplicando la ecuacion

Z_L:(w,t) +co’i(w,t)+ ch(w) =0 (*1)

por el factor integrante e

2 612 2 A e’ A
cot a—(a),t) +e ' Coti(w,t) + e P(w) =0
t
resulta que para todo @ # 0
co’t
i @,t) + (@) | =0
dt ’ o’

Dado que esto es valido para todo ¢ € (0,4+), la funcidon entre corchetes es constante
respecto de ¢, es decir:

C(z)2

e hi(@,0) + e—zl&(a)) = a(®)
[0

para alguna funcion a, es decir:

A

—co’t (0))
a)Z

u(w,t) = a(w)e - , ®#0,t>0 (*2)

Para w =0, la ecuacion (*1) queda %(0, )+ cg/;(O) =0, entonces existe una constante k

tal que

0(0,0) = —tcd(0)+k , 120 (*3)

Abhora, de la condicion inicial (i):
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+0 ] (ii)+w ) 2
U(@,0) = |u(x,0)e”"dx = e Pox gy =
(.0) j (x,0) j —

(la Gltima igualdad es una cuenta bastante sencilla y puede verse en el Ejemplo 3 de los
Apuntes Sobre la Transformada de Fourier, pagina 9). Reemplazando en (*2):

1+ w

podemos despejar la funcioén a y entonces, para todo w #0,1>0:

2 0] e do) 2 e
1+w 10} 10} 1+o

i(o.1) {—2 : wz‘l&m) (*4)

Obsérvese que:
—ca’t R
(a) el primer término, Toal” es solucién del caso ¢ =0 (es decir: el caso homogéneo)
+ o
2
l+o

de la ecuacion (*1) con la condicion inicial  #(®,0) = =

(b) el segundo término,

2
eca)t_l

@)= L[ cort + Lcatty — Lcart) +..J (@) -
w w

- [_ ct + %(cz‘)za)2 - %(Ct)3 o' + ]¢?(0))

A 4 A
tiende a —ct¢(0) cuando w——>0. Por lo tanto, Limi(w,t) =2~—ct$(0).

Comparando con (*3), la eleccion k = 2 implica la continuidad de # en la semirrecta de
ecuacion @ =0 de su dominio.

Finalmente, obtenemos

—co’t

1;/3(0)) e "dw

2

1 F. o 1 Z]2e" e
u(x,t)—g_{ou(a),t)e da)—gj o

—00

(alguna cuenta mas se puede hacer).
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5) Obtener x,(¢) y x,(¢) que para ¢ >0 verifican

D x'(®) =-3x,)+x,(2)
(2) x," () =xt) - 2x,(t) +e " H()

con las condiciones x,(0) = x,(0) = 0, siendo H la funcién de Heaviside.

Resolucion: La matriz A :{ 2} es diagonalizable en los reales y por lo tanto el

sistema se puede resolver con facilidad utilizando los métodos aprendidos en Algebra II.
Nosotros utilizaremos en esta resolucion la transformacion de Laplace.

Transformando el sistema y utilizando maytsculas para las transformadas de Laplace de
las funciones involucradas, tenemos (dadas las condiciones iniciales x,(0) = x,(0)=0):

(1) sX,(5) = =3X,(5) + X, (s)

_ , R -1
(3) 5X,(5) = X, (5) ~ 2X,(s) + — °)>

s+
Acomodando un poco las ecuaciones

(1) (5 +3)X,(s) - X, (s) = 0

3= X,(5)+ (64 2X,(0) =

S +
y despejando:
det| |
) s+2 1
X1(S): 5 = 2
s°+5s+5 (s+D)(s”+55+5)
s+3 0
det . L ;
XZ(S): s+1_| s+

s +55+5 _(s+1)(sz+55+5)
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Factorizamos
(s+1D(s*+5s+5)=(s+1)(s - A)s—=4,)

donde 4, =%(—5+\/§) y 4 =%(—5—\/§) son las raices de s* +5s+5 (es decir: los
autovalores de la matriz 4 joh, casualidad!). Es importante observar que 4, <4, <-1,

pues estamos trabajando con la condicién Re(s)>—1 yporlotanto s°+5s+5#0 .

Ahora, cualesquiera sean las constantes a, b y ¢ (distintas) se verifican las identidades

1 1 1
(a=b)(a—c) + (b-a)(b—c) + (c—a)e=b) _ 1 (*1)
s—a s—b s—c (s—a)(s—b)s—c)

a+3 b+3 c+3

(a=b)a=c) | B-a)fb=o) | (e=a)e=h) _ s+3 (*2)
s—a s—b s—c (s—a)(s—=b)(s—c)

para cada se € — {a,b,c}(vieja y conocida descomposicion en fracciones simples). Por

lo tanto,

1 1 1 a+3 b+3 c+3

Xl (S) - (a-b)(a—c) + (b—a)(b—c) + (c—a)(c—b) y X2 (S) — (a—b)(a—c) + (b—a)(b—c) + (c—a)(c—b)
s—a s—b s—c s—a s—b s—cC
donde a=-1, b=4 = —é + ﬁ yc=4, = —i —ﬁ. Finalmente, entonces,
2 2 2 2
eat ebt ect
x,(t) = + + H(t)
(a=b)a-c) (b-a)b-c) (c—a)c-Db)

(@+3)e” | (b+3)e" | (c+Ie” } H)

x, (1) :|:
(a=b)a-c) (b-a)b-c) (c—a)c—Db)

Observacion: para comprobar que x,(07) =x,(0") =0 debemos verificar que
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1 1 1
+ + =0
(a=b)a-c) (b—-a)b—c) (c—a)c-b)

a+3 N b+3 N c+3 B
(a—b)a-c) (b—a)b-c) (c—a)c—b)

Para ahorrar cuentas, podemos utilizar las identidades (*1) y (*2). Multiplicando estas
identidades por s - a, para cada s € € — {a,b,c} resulta

1 N 1 (s—aj+ 1 (s—aj: 1
(a=b)a-c) (b—-a)b—c)\s—b) (c—a)c—b)\s—c) (s—b)s—c)

a+3 N b+3 (s—aj+ c+3 (s—aj s+3
(a=b)a-c) (b—-a)b—c)\s—b) (c—a)c—b)\s—c) (s—b)s—c)
Tomando s real (por ejemplo) y tendiendo a o obtenemos

1 1 1
+ + =0
(a=b)a—-c) (b=a)b—c) (c—a)(c—b)

a+3 N b+3 N c+3 B
(a—bYa—c) (b—a)b-c) (c—a)c—b)

respectivamente.




